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Abstract
P. Be´rard and D. Meyer proved a Faber-Krahn inequality for
domains in compact manifolds with positive Ricci curvature. We
prove stability results for this inequality.
Introduction
En utilisant l’ine´galite´ isope´rime´trique de Le´vy-Gromov [11], P. Be´rard et
D. Meyer ont de´montre´ une ine´galite´ du type Faber-Krahn pour les domaines
d’une varie´te´ compacte a` courbure de Ricci positive.
The´ore`me 0.1 (Be´rard-Meyer, [3]) Soit (M,g) une varie´te´ riemannien-
ne compacte de dimension n dont la courbure de Ricci ve´rifie Ric ≥ (n−1)g.
Soit Ω un domaine re´gulier de M et Ω∗ le domaine syme´trise´ de Ω, c’est-a`-
dire une boule ge´ode´sique de la sphe`re canonique (Sn, can) ve´rifiant vol (Ω)vol (M) =
vol (Ω∗)
vol (Sn) . Sous ces hypothe`ses, on a l’ine´galite´
λD1 (Ω) ≥ λD1 (Ω∗),
ou` λD1 de´signe la premie`re valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace
correspondant. De plus, l’e´galite´ a lieu si et seulement si le triplet (Ω,M, g)
est isome´trique au triplet (Ω∗,Sn, can).
L’objet de cet article est d’e´tudier les domaines des varie´te´s a` courbure
de Ricci positive dont la premie`re valeur propre de Dirichlet est proche de
celle de leur domaine syme´trise´.
La premie`re remarque est que de tels domaines ne sont pas ne´cessairement
home´omorphes a` des boules euclidiennes. En effet si l’on retire des ensem-
bles de petite capacite´ a` une calotte sphe´rique de la sphe`re canonique (par
∗Soutenu par la requeˆte 20-101469 du FNRS.
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exemple des boules de petit rayon), on modifie peu la premie`re valeur pro-
pre de Dirichlet [6, 15]. Il est e´galement facile de construire des exemples de
varie´te´ qui ne sont pas proches, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de la
sphe`re canonique et qui pourtant contiennent des domaines dont la premie`re
valeur propre de Dirichlet est arbitrairement proche de celle de leur domaine
syme´trise´ (par exemple en lissant aux extre´mite´s des sinus produits tordus
de la forme ((0, π) × Sn−1, dt2 + ε2 sin2 t can) avec ε > 0 petit et en con-
side´rant des domaines de la forme (0, a) × Sn−1). Signalons enfin qu’il est
e´galement possible de construire de tels exemples sur des varie´te´s a` courbure
de Ricci positive, non home´omorphes a` la sphe`re en utilisant les me´triques
construites sur l’espace projectif complexe par M. Anderson [1]. Muni de
ces me´triques l’espace projectif complexe est proche, pour la distance de
Gromov-Hausdorff, d’un sinus produit tordu, pour plus de de´tails sur cet
exemple nous renvoyons a` [5].
Dans cet article nous de´montrons un re´sultat de stabilite´ optimal, au vue
des remarques pre´ce´dentes, lorsque la premie`re valeur propre d’un domaine
convexe est proche de celle d’un he´misphe`re Sn+ de la sphe`re canonique de
dimension n.
The´ore`me 0.2 Il existe des fonctions η(ε) et τ(ε) telles que, pour toute
varie´te´ riemannienne compacte (Mn, g) dont la courbure de Ricci ve´rifie
Ric ≥ (n−1)g, pour tout domaine re´gulier Ω de M , ge´ode´siquement convexe,
de volume vol Ω ≤ 12 vol M et dont la premie`re valeur propre de Dirichlet
ve´rifie
λD1 (Ω) ≤ λD1 (Sn+) + ǫ,
alors, en notant dH la distance de Hausdorff, il existe x0 dans Ω tel que
dH(Ω, B(x0,
π
2
)) ≤ τ(ε).
De plus, il existe un sinus produit tordu ((0, π) ×N, d) tel que
dGH((M,dg), ((0, π) ×N, d)) ≤ τ(ε),
dGH((Ω, dg), ((0,
π
2 )×N, d)) ≤ τ(ε),
ou` dg est la distance induite par la me´trique riemannienne g et dGH de´signe
la distance de Gromov-Hausdorff. Nous renvoyons a` la troisie`me partie de
cet article pour une de´finition des sinus produits tordus.
Dans la deuxie`me partie de cet article, nous de´montrons e´galement un
re´sultat de stabilite´ plus faible mais sous une hypothe`se de courbure moyenne
du bord positive (the´ore`me 2.4).
Dans le the´ore`me 0.2, l’hypothe`se sur le volume relatif du domaine im-
plique par le re´sultat de P. Be´rard et D. Meyer que la premie`re valeur
propre est supe´rieure ou e´gale a` celle d’un he´misphe`re. Cet hypothe`se sur
le volume relatif est ne´cessaire pour obtenir le re´sultat sur la varie´te´ am-
biante. Pour s’en convaincre, il suffit de conside´rer un produit tordu de la
2
forme ((0, π2 )× Sn−1, dt2 + ε2 sin2 tcan) que l’on recolle avec un he´misphe`re
de (Sn, ε2 can). Le the´ore`me 0.2 ge´ne´ralise dans le cas de l’he´misphe`re, un
re´sultat de A. Avila [2] sur certains domaines convexes de la sphe`re S2.
The´ore`me 0.3 (Avila) Soit Ω un domaine re´gulier ge´ode´siquement con-
vexe contenu dans un he´misphe`re de S2. Soit B une boule de meˆme volume
que Ω. Supposons que
λD1 (Ω) ≤ λD1 (B) + ε ,
alors il existe une fonction τ(ε) de´pendant de vol (Ω), vol (∂Ω) et du rayon
de B telle que Ω est τ(ε)-Hausdorff proche de B.
Un des e´le´ments de la preuve du the´ore`me 0.2 est de montrer que la
premie`re fonction propre du domaine conside´re´ est proche de la fonction
propre correspondante dans le cas mode`le. Nous avons regroupe´ ces re´sultats
dans la premie`re partie de cet article. Dans la deuxie`me partie, nous de´mon-
trons un re´sultat de stabilite´ plus faible que le the´ore`me 0.2 mais ou` l’hy-
pothe`se sur la convexite´ est remplace´e par une hypothe`se (plus faible) de
courbure moyenne du bord positive (the´ore`me 2.4). Nous utilisons ensuite
ce re´sultat pour de´montrer dans une troisie`me partie le the´ore`me 0.2.
1 Re´sultats pre´liminaires
De´finition 1.1 On note Mn l’ensemble (des classes d’isome´trie) des varie´-
te´s riemanniennes connexes, compactes, de dimension n dont la courbure de
Ricci ve´rifie Ric ≥ (n− 1)g.
Soit p ≥ 1 un nombre re´el et h appartenant a` Lp(M). On note
||h||Lp =
(
1
vol M
∫
M
|h|p dx
) 1
p
.
On utilisera la de´finition usuelle pour la norme L∞.
On notera τ(ε), r(ε), η(ε), etc . . . de manie`re ge´ne´rique, toute
quantite´ positive ne de´pendant que de ε et de la dimension n de la varie´te´,
dont la limite quand ε tend vers 0 est 0.
Dans la suite, on suppose que la premie`re fonction propre de Dirichlet
sur un domaine Ω est normalise´e par
sup
Ω
f = 1. (1)
1.1 Formule de Reilly
Les fonctions propres de la sphe`re canonique Sn de valeurs propres λ1(S
n)
= n ve´rifient l’e´quation
Hess f + fcan = 0 (2)
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avec can la me´trique canonique de la sphe`re. Il en est de meˆme pour la
premie`re fonction propre de Dirichlet d’un he´misphe`re. C’est une conse´quence
du lemme suivant (nous renvoyons a` [7] pour plus de de´tails).
Lemme 1.2 Soit f une fonction propre associe´e a` la premie`re valeur propre
non nulle λ1(M) d’une varie´te´ riemannienne compacte (M,g). Soit Ω un
domaine nodal de la fonction f alors
λD1 (Ω) = λ1(M)
et la premie`re fonction propre du domaine est la restriction de f a` Ω.
Remarque 1.3 On peut de´finir la premie`re valeur propre de Dirichlet meˆme
lorsque le bord du domaine n’est pas re´gulier.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me 0.2, la norme L2 du membre de gauche
de l’e´quation (2) reste petite. Cette estimation sur le hessien de la premie`re
fonction propre est une conse´quence d’une formule due a` R. Reilly [16].
Lemme 1.4 (Formule de Reilly) Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne
compacte e´ventuellement a` bord lisse ∂M . Pour toute fonction f appartenant
a` C∞(M ), on a
∫
M
|Hess f |2 −
∫
M
(∆f)2 +
∫
M
Ric(∇f,∇f)
= −2
∫
∂M
< ∇∂M (∂f
∂ν
),∇∂Mf > −
∫
∂M
H
(
∂f
∂ν
)2
−
∫
∂M
Π(∇∂Mf,∇∂Mf)
(3)
ou` M = M ∪ ∂M , ∇∂M de´signe le gradient pour la me´trique induite par
g sur ∂M , ou` la courbure moyenne H est la trace de la seconde forme
fondamentale de´finie par Π(X,Y ) = −g(DXη, Y ) avec η la normale unitaire
rentrante et ou` le membre de droite est nul si la varie´te´ est sans bord.
On de´duit de la formule de Reilly le
Lemme 1.5 Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne compacte (respective-
ment a` bord, dont la courbure moyenne du bord est positive ou nulle) dont
la courbure de Ricci ve´rifie Ric ≥ (n − 1)g. Notons λ la premie`re valeur
propre non nulle (respectivement de Dirichlet) et soit f une fonction propre
associe´e a` cette valeur propre. Supposons que cette valeur propre ve´rifie
n ≤ λ ≤ n+ ε
pour 0 < ε < 1, alors il existe une constante C(n) telle que
||Hess f + fg||L2 ≤ C(n) ε
1
2 ||f ||L2 .
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Preuve : La formule de Reilly applique´e a` f donne
∫
M
|Hess f |2 −
∫
M
(∆f)2 +
∫
M
Ric(∇f,∇f) = −
∫
∂M
H
(
∂f
∂ν
)2
.
En utilisant l’hypothe`se sur la courbure de Ricci et sur la courbure moyenne
du bord ∂M , il vient∫
M
|Hess f |2 + ((n− 1)λ− λ2) ∫
M
f2 ≤ 0.
On e´crit ensuite le terme Hess f sous la forme Hess f = (Hess f+ λnfg)− λnfg.
Le premier terme e´tant de trace nulle, les deux termes sont orthogonaux
pour le produit scalaire usuel sur L2(M), l’hypothe`se sur λ permet alors de
conclure.

Un re´sultat du a` J. Cheeger et T. Colding ([8], the´ore`me 2.11) permet
de de´duire des informations ge´ome´triques de cette ine´galite´ sur le hessien.
Lemme 1.6 ([8]) Soit (M,g) un e´le´ment de Mn . Il existe des constantes
ne de´pendant que de n note´es C(n) et C˜(n) telles que pour tout ouvert U1
et U2 de M et pour toute fonction continue f sur M , on a
1
vol (U1 × U2)
∫
U1×U2
(∫ 1
0
|(f ◦ γxy)′′(t) + (f ◦ γxy)(t)|2dt
)
dxdy
≤ C(n)
(
1
vol U1
+
1
vol U2
)∫
M
|Hess(f) + fg|2. (4)
On obtient dans le cas particulier ou` U1 et U2 sont deux boules ge´ode´siques
de rayon r
1
vol (U1 × U2)
∫
U1×U2
(∫ 1
0
|(f ◦ γxy)′′(t) + f ◦ γxy(t)|2dt
)
dxdy
≤ C˜(n)
V (r)
||Hess(f) + fg||2L2 , (5)
ou` V (r) de´signe le volume d’une boule ge´ode´sique de (Sn, can) de rayon r.
Remarque 1.7 La notation U1×U2 de´signe en re´alite´ le sous-ensemble de
mesure pleine de ce produit, constitue´ par les couples (x, y) admettant une
unique ge´ode´sique minimisante les reliant (note´e γxy). Soit W un ouvert de
M tel que toute ge´ode´sique minimisante dont les extre´mite´s appartiennent a`
U1×U2 est contenue dansW . On peut remplacer dans (4),
∫
M |Hess(f)+fg|2
par
∫
W |Hess(f) + fg|2, c’est ce que nous ferons lorsque nous utiliserons ce
re´sultat pour une fonction propre sur un domaine Ω d’un e´le´ment de Mn .
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Preuve : Ce re´sultat est une application directe du the´ore`me 2.11 de [8]
a` la fonction |Hess f + fg|2, en remarquant que pour toute ge´ode´sique γ
parame´tre´e par longueur d’arc, on a
|(f ◦ γ)′′(t) + (f ◦ γ)(t)|2 ≤ |Hess f + fg|2(γ(t)).

En appliquant le lemme 1.6 a` une fonction f ve´rifiant les hypothe`ses du
lemme 1.5 pour des boules B1 et B2 de rayon r(ε) convenable (supposons
que r(ε) ve´rifie εV (r(ε)) ≤ ε
1
2 et que ||f ||L2 ≤ 1), on de´duit du lemme 1.5
l’ine´galite´
1
vol (B1×B2)
∫
B1×B2
∫ d(x,y)
0
|(f ◦γxy)′′(t)+f ◦γxy(t)|2dtdxdy ≤ C˜(n) ε
1
2 . (6)
Notons
C =
{
(x, y) ∈ B1 ×B2;
∫ d(x,y)
0
|(f ◦ γxy)′′(t) + f ◦ γxy(t)|2dt ≤ ε
1
4
}
.
On de´duit de (6) l’estimation (ine´galite´ de Byenaime´-Tchebitchev)
vol (C) ≥ (1− C˜(n) ε 14 ) vol (B1 ×B2).
Pour ε assez petit, l’ensemble C est donc non vide et on en de´duit l’existence
de couples (x, y) appartenant a` B1×B2 pour lesquels f ◦γxy ve´rifie presque
la meˆme e´quation diffe´rentielle que dans le cas de la sphe`re canonique. On
peut ensuite par des me´thodes classiques comparer f ◦ γxy a` une solution
correspondante sur la sphe`re en fixant des conditions au bord a` l’aide du
lemme suivant.
Lemme 1.8 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions de´finies sur [0, l] avec l < π.
On suppose que
∫ l
0 Z
2(t)dt < ǫ2 et que v est solution de v” + v = Z avec
|v(0) − a| < η et |v(l) − b| < η. Il existe une constante positive C telle que
pour tout t dans [0, l],
|v(t)− u˜a,b(t)| < C
sin(l)
(ε+η)
et
|v′(t)− u˜′a,b(t)| <
C
sin(l)
(ε+η),
ou` u˜a,b est la solution de u”+u = 0 sur [0, l] ve´rifiant les conditions initiales
u(0) = a et u(l) = b.
On peut e´galement fixer des conditions de Cauchy (pour une de´monstration
des lemmes 1.8 et 1.9, nous renvoyons a` [5]).
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Lemme 1.9 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions de´finies sur [0, l] avec l ≤ π.
On suppose que
∫ l
0 Z
2(t)dt < ǫ2 et que v est solution de v” + v = Z avec
|v(0)− a| < η et |v′(0)− b| < η . Il existe une constante positive C telle que
pour tout t dans [0, l],
|v(t)− ua,b(t)| < C(ǫ+ η)
et
|v′(t)− u′a,b(t)| < C(ǫ+ η),
ou` ua,b est la solution de u”+u = 0 sur [0, l] ve´rifiant les conditions initiales
u(0) = a et u′(0) = b.
Pour controˆler les conditions initiales de l’e´quation diffe´rentielle dans le
lemme 1.9, nous aurons besoin d’une estimation qui prouve que la norme
du gradient d’une fonction propre sur les domaines conside´re´s, reste petite
au voisinage des points re´alisant les extre´ma de la fonction propre. Cette
estimation est du type de celles obtenues par P. Li et S.T. Yau [14].
Proposition 1.10 Soit (M,g) un e´le´ment de Mn et Ω un domaine re´gulier
de M dont la courbure moyenne en tout point du bord ∂Ω est positive ou
nulle. Soit f la premie`re fonction propre de Dirichlet sur Ω, que l’on suppose
normalise´e par (1). Alors pour tout x dans Ω,
|∇f |2(x) ≤ λD1 (Ω)(1− f2(x)),
en particulier
||∇f ||L∞ ≤
√
λD1 (Ω).
Preuve : Commenc¸ons par quelques remarques sur f . On note η(x)
la normale inte´rieure unitaire en x apppartenant a` ∂Ω. En appliquant le
principe du maximum fort a` −f , on en de´duit pour tout x dans ∂Ω,
∂f
∂η
(x) > 0.
Par conse´quent en tout point x dans ∂Ω
η(x) =
∇f
|∇f |(x).
Donc pour X,Y appartenant a` Tx ∂Ω
Π(X,Y ) =
−1
|∇f |(x) Hess f(X,Y ).
On en de´duit l’expression suivante de la courbure moyenne,
H(x) =
−1
|∇f |(x)
n−1∑
i=1
Hess f(ei, ei),
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avec (ei)1≤i≤n−1 une base orthonorme´e de Tx∂Ω. Par continuite´, pour x
appartenant a` ∂Ω, ∆f(x) = λD1 (Ω)f(x) = 0, d’ou`
H(x) =
1
|∇f |(x) Hess f(η(x), η(x)).
En particulier, pour tout x dans ∂Ω
Hess f(η(x), η(x)) ≥ 0. (7)
Passons maintenant a` la de´monstration du lemme. On introduit la fonction
F =
|∇f |2
β − f2
avec β > 1 un re´el fixe´. Par compacite´, il existe x0 tel que F (x0) = supΩ F .
Supposons tout d’abord que x0 appartient a` ∂Ω. Dans ce cas, par le principe
du maximum, on doit avoir l’estimation
∂F
∂η
(x0) ≤ 0.
Calculons ∂F∂η (x0).
∂F
∂η
(y) =
2 < Dη∇f,∇f >
β − f2 +
2f |∇f |2 ∂f∂η (y)
(β − f2)2 .
Or, au point x0
2f |∇f |2 ∂f∂η
(β − f2)2 = 0,
puisque f ve´rifie les conditions de Dirichlet sur le bord.
Montrons que le premier terme est positif ou nul en x0 (dans ce qui suit, η
de´signe η(x0)).
< Dη∇f,∇f >= Hess f(η,∇f)
< Dη∇f,∇f >= |∇f |Hess f(η, η).
Donc par (7),
< Dη∇f,∇f > (x0) ≥ 0
et par conse´quent
∂F
∂η
(x0) = 0. (8)
On de´duit de (8) et du principe du maximum fort l’ine´galite´
∆F (x0) ≥ 0.
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Calculons maintenant le laplacien de F .
dF =
d(|∇f |2)
β − f2 +
2f |∇f |2df
(β − f2)2 .
D’ou`
HessF =
Hess(|∇f |2)
β − f2 +
4f
(β − f2)2 d(|∇f |
2)⊗ df
+
2|∇f |2
(β − f2)2 df ⊗ df +
8f2|∇f |2
(β − f2)3df ⊗ df +
2f |∇f |2
(β − f2)2 Hess f.
On en de´duit
∆F =
∆(|∇f |2)
β − f2 −
4f
(β − f2)2 g(d(|∇f |
2), df)− 2|∇f |
4
(β − f2)2 −
8f2|∇f |4
(β − f2)3
+
2f |∇f |2∆f
(β − f2)2 .
En particulier, en un point y appartenant a` ∂Ω
∆F (y) =
∆(|∇f |2)(y)
β
− 2|∇f(y)|
4
β2
. (9)
Or, d’apre`s la formule de Bochner
1
2
∆(|∇f |2) = −|Hess f |2 −Ric(∇f,∇f) + λD1 (Ω)|∇f |2,
puisque f est une fonction propre de valeur propre λD1 (Ω). Par hypothe`se
sur la courbure, on en de´duit
∆(|∇f |2) ≤ 2λD1 (Ω)|∇f |2,
que l’on injecte dans (9) pour obtenir
∆F (y) ≤ 2
(
λD1 (Ω)
|∇f |2
β
− |∇f |
4
β2
)
. (10)
En appliquant (10) au point x0, on en de´duit puisque F (x0) ≥ 0,
F (x0) ≤ λD1 (Ω),
d’ou` l’estimation en faisant tendre β vers 1.
Nous renvoyons a` [14] pour le cas ou` x0 appartient a` Ω. 
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2 Domaines a` courbure moyenne positive
2.1 Approximation de Hausdorff et sinus produit tordu
Pour estimer la distance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces me´tri-
ques, nous utiliserons des ε-approximations de Hausdorff dont nous rap-
pelons la de´finition ci-dessous.
De´finition 2.1 (ε-approximation de Hausdorff) Soit (X, d) et (Y, δ)
deux espaces me´triques compacts. Une ε-approximation de Hausdorff de X
dans Y est une application non ne´cessairement continue φ : X → Y telle
que
φ(X) est un ε re´seau de Y
et pour tout x, x′ dans X
|d(x, x′)− δ(φ(x), φ(x′))| ≤ ε .
Lorsqu’il existe une ε-approximation de Hausdorff entre deux espaces me´tri-
ques, la distance de Gromov-Hausdorff entre ces deux espaces est majore´e
par 5 ε [11].
Les espaces mode`les apparaissant dans nos re´sultats de stabilite´ sont
des espaces de longueur modele´s a` partir de la sphe`re canonique (prive´e de
deux points antipodaux) de´crite en coordonne´es ge´ode´siques par rapport
a` un point, appele´s sinus produit tordu dont nous rappelons e´galement la
de´finition.
De´finition 2.2 Soit (N, δ) un espace de longueur de diame`tre infe´rieur a`
π, on appelle sinus produit tordu, l’espace de longueur ((0, π) ×N, d) ou` la
distance d est de´finie pour (t, x), (s, y) dans (0, π) ×N , par
cos d((t, x), (s, y)) = cos s cos t+ sin s sin t cos δ(x, y). (11)
Par de´finition de la distance, les sous-ensembles de la forme (0, a) × N
avec a ≤ π2 forment des parties convexes de ((0, π) × N, d). Par analogie
avec le cas de la sphe`re, on appellera he´misphe`re d’un sinus produit tordu
la partie (0, π2 )×N . Cette proprie´te´ de convexite´ est presque conserve´e dans
les re´sultats de stabilite´ que nous avons obtenus. Pour pre´ciser cette notion
de presque convexite´, nous avons besoin de la de´finition qui suit.
De´finition 2.3 Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne compacte. Soit x ap-
partenant a` M et r un re´el positif. On note dx,r la distance induite par la
me´trique riemannienne sur la boule ge´ode´sique B(x, r).
2.2 E´nonce´ des re´sultats
Dans cette partie, nous de´montrons le
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The´ore`me 2.4 Il existe des fonctions η(ε) et τ(ε) telles que, pour tout
e´le´ment (M,g) de Mn et pour tout domaine re´gulier Ω de M , dont la cour-
bure moyenne H est positive ou nulle en tout point du bord, dont le volume
ve´rifie vol Ω ≤ 12 vol M et dont la premie`re valeur propre de Dirichlet ve´rifie
λD1 (Ω) ≤ n+ ǫ,
alors il existe x0 dans Ω tel que Ω contient B(x0,
π
2 − η(ε)) et
vol (Ω \B(x0, π/2 − η(ε))) ≤ τ(ε).
De plus, il existe un sinus produit tordu ((0, π) ×N, d) tel que
dGH((M,dg), ((0, π) ×N, d)) ≤ τ(ε)
(avec dg la distance induite par la me´trique riemannienne) et
dGH((B(x0,
π
2
− η(ε)), dx0,pi−η(ε)2 ), ((0, π
2
)×N, d)) ≤ τ(ε).
2.3 De´monstration du the´ore`me 2.4
Dans le prochain paragraphe, nous de´montrons que le domaine Ω con-
tient une boule de rayon proche de π2 . Dans le paragraphe suivant, nous
montrons a` l’aide d’un re´sultat de J. Cheeger et T. Colding, qu’il existe
une approximation de Hausdorff de la varie´te´ ambiante dans un sinus pro-
duit tordu et que l’image de Ω par cette approximation, contient une partie
qui est Hausdorff proche d’un he´misphe`re du produit tordu. Dans le dernier
paragraphe, nous de´montrons une proprie´te´ de presque convexite´ (14). Dans
la suite, on note f la premie`re fonction propre de Dirichlet sur le domaine
Ω, normalise´e par (1) et x0 un point de Ω tel que f(x0) = 1.
2.3.1 Ω contient une boule de rayon presque e´gal a` π2
Soit Ω un domaine re´gulier de (M,g) ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me
2.4. Notons d la distance de x0 au bord ∂Ω. Par de´finition, la boule B(x0, d)
est contenue dans Ω. L’hypothe`se vol Ωvol M ≤ 12 implique par le the´ore`me de
Bishop-Gromov, d ≤ π2 .
Lemme 2.5 Soit Ω un domaine re´gulier de (M,g) ve´rifiant les hypothe`ses
du the´ore`me 2.4. Alors il existe une fonction η(ε), telle que pour tout do-
maine Ω et tout (M,g) ve´rifiant les hypothe`ses ci-dessus, on a
B
(
x0,
π
2
− η(ε)
)
⊂ Ω.
Preuve : Sous ces hypothe`ses, on a par le lemme 1.5
||Hess f + fg||L2 ≤ C(n) ε
1
2 .
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La premie`re e´tape consiste a` appliquer le lemme 1.6 sur des boules telles,
qu’une ge´ode´sique minimisante ayant ces extre´mite´s dans celles-ci, soit con-
tenue dans Ω. Soit y appartenant a` ∂Ω tel que d(x0, y) = d(x0, ∂ Ω), γ
une ge´ode´sique minimisante reliant x0 a` y et r(ε) un re´el positif tel que
ε
V (r(ε)) ≤ ε
1
2 (V (r) est le volume d’une calotte sphe´rique de rayon r de Sn).
Conside´rons z appartenant a` γ tel que d(y, z) = 3r(ε) et B1 = B(x0, r(ε)),
B2 = B(z, r(ε)). Toute ge´ode´sique minimisante ayant ces extre´mite´s dans
B1 et B2 est ne´cessairement contenue dans Ω. En effet, par l’ine´galite´ trian-
gulaire et pour tout (u, v) dans B1 ×B2, on a
d(u, ∂Ω) > d− r(ε) et d(u, v) ≤ d− r(ε).
Le lemme 1.6 applique´ a` B1 et B2 donne
1
vol (B1 ×B2)
∫
B1×B2
(∫ 1
0
|(f ◦ γuv)′′(t) + f(γuv(t))|2dt
)
dudv ≤ C˜(n) ε 12 .
L’e´tape suivante consiste a` appliquer le lemme 1.9. Pour cela on estime
les conditions initiales ve´rifie´es par f ◦ γuv. Par choix de la normalisation,
f(x0) = 1 et par la proposition 1.10, pour tout x dans Ω,
|∇f |2(x) ≤ (n + ε)(1− f2(x)), (12)
donc, pour tout u dans B1 et pour tout v, (f ◦ γuv)′(0) est presque e´gal a` 0.
L’e´quation (12) entraine e´galement l’estimation
‖∇f‖L∞ ≤
√
n+ ε.
On de´duit de cette ine´galite´ et du lemme 1.9, l’existence d’une fonction τ(ε)
telle que pour tout v dans B2,
|f(v)− cos d(x0, v)| ≤ τ(ε) (13)
(le lemme 1.9 permet d’e´tablir le re´sultat ci-dessus sur un sous-ensemble de
mesure presque e´gale a` celle de la boule B2, l’estimation sur la norme L
∞ du
gradient de la fonction f permet de conclure). En appliquant l’estimation
(13) avec v = z, on en de´duit par de´finition de z, l’existence d’une fonction
η(ε) telle que
d ≥ π
2
− η(ε),
ce qui conclut. 
2.3.2 Proprie´te´s de la varie´te´ ambiante
Commenc¸ons par remarquer que sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.4, le
diame`tre de la varie´te´ ambiante est presque e´gal a` π, pre´cise´ment on a le
12
Lemme 2.6 Sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.4, il existe une fonction τ(ε)
telle que, si l’on note dx0 = supM d(x0, y) (ou` x0 est tel que f(x0) = 1), alors
dx0 ≥ π − τ(ε).
Preuve : Par le lemme 2.5 et par hypothe`se sur le domaine Ω, on a l’ine´galite´
vol B(x0,
π
2
− η(ε)) ≤ 1
2
vol (M).
On de´duit du the´ore`me de Bishop-Gromov et par de´finition de dx0 , l’ine´galite´
V (π2 − η(ε))
V (dx0)
≤ vol (B(x0,
π
2 − η(ε)))
vol B(x0, dx0)
≤ 1
2
,
(V (r) de´signe le volume d’une boule ge´ode´sique de rayon r de la sphe`re
canonique) ce qui conclut. 
On de´duit en particulier de ce lemme (a` l’aide d’une estimation de la
fonction « excess » due a` K. Grove et P. Petersen ([13], lemme 1) que le
volume relatif de toute boule de centre x0 est presque e´gal au volume relatif
d’une boule de meˆme rayon dans la sphe`re, par conse´quent on a le
Corollaire 2.7 Sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.4, il existe une fonction
τ(ε) telle que
vol (Ω \B(x0, π
2
− η(ε))) ≤ τ(ε).
D’autre part, un re´sultat de J. Cheeger et T. Colding ([8], the´ore`me 5.12)
montre que sous ces hypothe`ses la varie´te´ ambiante est proche, pour la
distance de Gromov-Hausdorff, d’un sinus produit tordu.
The´ore`me 2.8 ([8]) Il existe une fonction τ(ε) telle que, pour tout e´le´ment
(M,g) de Mn pour lequel il existe x dans M ve´rifiant supy∈M d(x, y) ≥
π − ε, l’application
φx : (M,g) −→ ((0, π) ×N, d)
z 7−→ (d(x, z), p(z))
est une τ(ε)-approximation de Hausdorff, avec N une sphe`re ge´ode´sique de
M de centre x munie de sa distance intrinse`que, d la distance de´finie par
(11) et p(z) tel que d(z, p(z)) = d(z,N).
Par conse´quent, sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.4, l’application φx0
est une τ(ε)-approximation de Hausdorff (lorsqueM est muni de la distance
induite par la me´trique riemmannienne) et φx0(B(x0,
π
2 − η(ε))) = (0, π2 −
η(ε)) × N . Pour terminer la preuve du the´ore`me 2.4, il reste a` de´montrer
que la boule B(x0,
π
2 − η(ε)) est presque convexe, c’est a` dire que
φx0 : (B(x0,
π
2
− η(ε)), dx0,(π−η(ε))/2) −→ ((0, π
2
)×N, d) (14)
est une τ(ε)-approximation.
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2.3.3 Proprie´te´ de presque convexite´
Pour de´montrer la proprie´te´ (14), il suffit d’e´tablir la
Proposition 2.9 Sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.4, il existe des fonc-
tions α(ε) et τ(ε) telles que pour tout u, v dans B(x, π2 − α(ε)),
dx0,(π−α(ε))/2(u, v) ≤ dg(u, v) + τ(ε),
ou` dg est la distance induite par la me´trique riemannienne g sur M .
Preuve : D’apre`s le lemme 2.5, Ω contient la boule B(x0,
π
2 − η(ε)).
Nous allons montrer que pour α(ε) (≥ η(ε)) bien choisi, il existe une fonction
r(ε) telle que pour tout u, v dans B(x0,
π
2 − α(ε)), il existe u˜, v˜ ve´rifiant
d(u˜, u) ≤ r(ε) et d(v˜, v) ≤ r(ε) tels que
dx0,
pi−α(ε)
2 (u˜, v˜) = dg(u˜, v˜), (15)
ce qui de´montrera la proposition.
Pour de´montrer l’e´galite´ (15), nous aurons besoin du lemme suivant
(nous renvoyons a` [4] pour une de´monstration).
Lemme 2.10 Il existe une fonction τ(ε) telle que pour tout e´le´ment (M,g)
de Mn pour lequel il existe x appartenant a` M tel que supy∈M d(x, y) ≥
π − ε, il existe un vecteur (ai(x))1≤i≤k appartenant a` Sk−1 tel que
|| cos dx −
k∑
i=1
ai(x)fi||L∞ ≤ τ(ε), (16)
ou` dx est la fonction distance a` x, (fi) est une famille orthogonale de fonc-
tions propres associe´es aux valeurs propres (λi(M))1≤i≤k, normalise´es par
1
vol M
∫
M f
2
i =
1
n+1 et k = max{i ∈ N;λi(M) ≤ n+
√
ε}.
Remarque 2.11 L’entier k est supe´rieur ou e´gal a` 1 d’apre`s [9]. S. Gallot
a montre´ dans [10] (proposition 2.4), qu’il existe une constante positive C(n)
telle que pour tout e´le´ment (M,g) de Mn , λn+2(M) ≥ n + C(n). Par
conse´quent, on peut supposer k ≤ n+ 1 dans le lemme pre´ce´dent.
Notons f =
∑k
i=1 ai(x)fi. Le lemme 1.5 implique l’existence d’une fonction
τ(ε) telle que
||Hess (
k∑
i=1
ai(x)fi) + (
k∑
i=1
ai(x)fi)g||L2 ≤ τ(ε). (17)
Par conse´quent, en appliquant les lemmes 1.6 et 1.8 a` la fonction f , on en
de´duit l’existence de fonctions r(ε), R(ε) et τ1(ε) pour lesquelles on a la
proprie´te´ suivante :
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Pour tout u, v dansM tel que R(ε) ≤ d(u, v) ≤ π−R(ε), il existe u˜, v˜ admet-
tant une unique ge´ode´sique minimisante γ les reliant et ve´rifiant d(u, u˜) <
r(ε), d(v, v˜) < r(ε), tels que∣∣∣∣f(γ(t))−
(
cos d(x, u˜)
sin(l − t)
sin(l)
+ cos d(x, v˜)
sin(t)
sin(l)
)∣∣∣∣ ≤ τ1(ε),
pour tout t dans [0, l], avec l = d(u˜, v˜). On de´duit alors de l’ine´galite´ (16)
l’existence d’une fonction τ2(ε) telle que
cos d(x, γ(t)) ≥
(
cos d(x, u˜)
sin(l − t)
sin(l)
+ cos d(x, v˜)
sin(t)
sin(l)
)
− τ2(ε).
Puis, en remarquant que sin(l−t)sin(l) +
sin(t)
sin(l) ≥ 1, on en de´duit que pour tout t
dans [0, l],
cos d(x, γ(t)) ≥ min (cos d(x, u˜), cos d(x, v˜))− τ2(ε),
ce qui permet d’e´tablir (15) et termine la de´monstration. 
3 Domaines ge´ode´siquement convexes
Dans cette partie, nous de´montrons le the´ore`me 0.2. Rappelons que la
seconde forme fondamentale (et par conse´quent la courbure moyenne) du
bord d’un domaine re´gulier ge´ode´siquement convexe est positive ou nulle.
Par conse´quent, la de´monstration du the´ore`me 0.2 se de´duit du the´ore`me
2.4 et de la proposition qui suit.
Proposition 3.1 Il existe une fonction R(ε) telle que, pour tout domaine
re´gulier ge´ode´siquement convexe Ω d’un e´le´ment (M,g) de Mn , ve´rifiant
vol (Ω)
vol (M)
≤ 1
2
et λD1 (Ω) ≤ n+ ε,
on a, en conservant les notations du the´ore`me 2.4, l’inclusion
Ω ⊂ B(x0, π
2
+R(ε)).
Preuve : On conserve les notations de la deuxie`me partie, x0 appartient
a` Ω et ve´rifie f(x0) = 1, y appartient a` ∂Ω et ve´rifie d(x0, y) = d(x0, ∂Ω) et
π
2
− η(ε) ≤ d(x0, y) ≤ π
2
.
Traitons d’abord le cas des points de ∂Ω qui sont loins de y. Soit m
appartenant a` ∂Ω et supposons que m ve´rifie
π ≥ d(m, y) ≥ π − µ,
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pour µ positif petit. Dans ce cas, il y’a presque e´galite´ dans l’ine´galite´ tri-
angulaire ci-dessous ([12], lemme 1), pre´cise´ment il existe une fonction τ(µ)
(inde´pendante de x0) telle que
d(m,x0) + d(x0, y) ≤ d(m, y) + τ(µ),
d’ou`
d(m,x0) ≤ π
2
+ τ(µ) + η(ε).
Par conse´quent, on peut dans la suite de la de´monstration, ne conside´rer
que les points m de ∂Ω qui ve´rifient
d(m, y) ≤ π − µ
avec µ petit qui est de´fini ci-dessous.
Supposons maintenant qu’il existe un point z de ∂Ω tel que
d(x0, z) ≥ π
2
+ θ(ε) (18)
et
d(y, z) ≤ π − µ
avec µ = θ(ε) + 6r(ε) (ou` r(ε) est tel que εV (r(ε)) ≤ ε1/2).
Nous allons montrer que pour θ(ε) convenable, on obtient une contra-
diction. Pour cela, on montre qu’un point P situe´ a` mi-distance entre z et y
contient un voisinage ouvert dont on peut minorer le volume (22). On peut
ensuite graˆce aux re´sultats de la premie`re partie, estimer la valeur de f en
P , en fonction de la distance d(x0, P ). On obtient la contradiction souhaite´e
en estimant d(x0, P ) a` l’aide de la τ(ε)-approximation de Hausdorff φx0 .
Notons z′ un point appartenant a` une ge´ode´sique minimisante reliant x0
a` z et tel que d(z, z′) = r(ε), de´finissons de manie`re analogue y′ ve´rifiant
d(y, y′) = 4r(ε). Notons d1 = d(y
′, z′). On de´duit de l’ine´galite´ triangulaire
d1 ≥ d(x0, z)− d(x0, y) + 3r(ε),
ce qui entraine par (18) et comme d(x0, y) ≤ π/2,
d1 ≥ θ(ε) + 3r(ε).
Soit deux re´els s, S positifs, p appartenant a`M et Γ une partie mesurable
de Sp(M) la sphe`re unitaire tangente en p. On note
AΓs,S(p) = {γ~u(t); ~u ∈ Γ et t ∈ [s, S]}
et A
Γ
s,S l’ensemble correspondant sur la sphe`re.
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A l’aide de l’ine´galite´ triangulaire, on montre
B(y′, r(ε)) ⊂ AΓd1−r(ε),d1+r(ε)(z′) ⊂ B(y′, 3r(ε)), (19)
avec Γ la trace sur Sz′(Ω) deB(y
′, r(ε)). Par construction, la bouleB(y′, 3r(ε))
est contenue dans Ω. Par conse´quent, en utilisant la convexite´ de Ω, on en
de´duit
AΓd1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε)
(z′) ⊂ Ω.
Estimons maintenant le volume de AΓd1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε)
(z′). Soit s, S, r,R des
re´els ve´rifiant 0 < s < S, 0 < r < R, s < r, S < R et p dansM . Le the´ore`me
de Bishop-Gromov implique
vol (AΓs,S(p))
vol (AΓr,R(p))
≥ vol (A
Γ
s,S)
vol (A
Γ
r,R)
.
Donc, on a en particulier
vol (AΓd1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε)
(z′)) ≥ vol (AΓd1−r(ε),d1+r(ε)(z′))×
vol (A
Γ
d1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε))
vol (A
Γ
d1−r(ε),d1+r(ε))
.
(20)
Sur la sphe`re canonique, on a l’e´galite´
vol (A
Γ
d1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε))
vol (A
Γ
d1−r(ε),d1+r(ε)
)
=
∫ d1
2
+r(ε)
d1
2
−r(ε)
sinn−1(t)dt∫ d1+r(ε)
d1−r(ε)
sinn−1(t)dt
.
Par conse´quent, en remarquant que pour tout t dans [0, π],
sinn−1( t2 )
sinn−1(t)
≥ 1
2n−1
, (21)
on en de´duit en inte´grant
vol (A
Γ
d1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε))
vol (A
Γ
d1−r(ε),d1+r(ε))
≥ 1
2n
.
D’ou`, par (19) et (20)
vol (AΓd1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε)
(z′)) ≥ 1
2n
vol (B(y′, r(ε))). (22)
Par choix de r(ε), on de´duit des lemmes 1.5 et 1.6 (en notant A =
AΓd1
2
−r(ε),
d1
2
+r(ε)
(z′))
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1vol (A×B(x0, r(ε)))
∫
A×B(x0,r(ε)
(∫ 1
0
|(f ◦ γuv)′′(t) + f(γuv(t))|2dt
)
dudv
≤ C˜(n) ε 12 .
Par conse´quent, comme x0 est un point ou` f re´alise son maximum, on en
de´duit, comme dans la preuve du lemme 2.5, qu’il existe une fonction τ ′(ε)
telle que, pour tout v appartenant a` A,
|f(v)− cos d(x0, v)| ≤ τ ′(ε). (23)
Nous allons maintenant estimer cos d(x0, v) pour v appartenant a` A fixe´,
en utilisant la τ(ε)-approximation de Hausdorff φx0 du the´ore`me 2.8. Notons
x, y, z et v l’image des points x0, y
′, z′ et v par φx0 , ces points ve´rifient a` τ(ε)
pre`s les meˆmes relations me´triques que les points x, y′, z′ et v. Par de´finition
de l’application φx0 et de la distance sur le produit tordu (0, π) × N , on
peut, pour estimer la distance de x a` v, supposer que l’on est sur la sphe`re
canonique (voir la remarque 1.47, page 196 de [8]).
Afin d’estimer la distance d(x, v) sur la sphe`re canonique, on suppose
dore´navant que les quantite´s τ(ε)θ(ε) ,
τ ′(ε)
θ(ε) ,
η(ε)
θ(ε) ,
r(ε)
θ(ε) tendent vers 0 quand ε tend
vers 0, de sorte que les termes τ(ε), τ ′(ε), η(ε) et r(ε) sont ne´gligeables devant
θ(ε), cela assure e´galement que cos(d(z,y)2 ) n’est pas trop petit, puisque, a`
des termes ne´gligeables pre`s, on a d(z, y) ≤ π−θ(ε). Sur la sphe`re canonique
et en utilisant l’hypothe`se (18), un calcul montre qu’il existe un re´el C > 0
tel que
d(x, v) ≥ π
2
+ Cθ(ε).
Par conse´quent
d(x, v) ≥ π
2
+ Cθ(ε)− τ(ε).
A` l’aide de (23), on en de´duit
f(v) ≤ cos (π
2
+ Cθ(ε)− τ(ε)) + τ ′(ε)
et donc quitte a` supposer θ(ε) assez grand
f(v) < 0,
ce qui est absurde. 
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